Expression des ((2k)
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Théoréme : On pose f : z — ] et on définit la suite (by,)ren comme étant les nombres vérifiant
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au voisinage de 0. On définit pour tout s € N* le nombre
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On a alors, pour tout entier non nul &, lexpression suivante :
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Preuve du théoréme :

Soit z € C \ 2inZ. On définit alors p(z) = exp <;—$> pour tout = €] — m, 7] et on la prolonge sur R par
T

2m-périodicité.

Etape 1 : Coefficients de Fourier de ¢

Comme ¢ est C' par morceaux on peut calculer ses coefficients de Fourier. Soit n € Z*. On a alors
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= — / exp(z(=— —in))dz
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La régularité de ¢ permet d’utiliser le théoreme de Dirichlet qui affirme que la série de Fourier de ¢ converge

p(ah) +o(z7)
2

en tout point réel = vers . On a donc pour tout x € R
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En x = 7 il vient alors
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Comme z ¢ 2i77Z on peut ré-écrire I’égalité précédente
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En multipliant le terme de gauche par exp ( g) il vient
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On voit que pour tout n € N*, si |z| < 27 alors ‘2—‘ < 1 et on peut donc faire apparaitre une série
™

géométrique :
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On pose alors pour tout k, 7 € N* u,, ;, = (—1)F! Gy Sin est fixé, g |tn 1| converge vers 2] 4‘22|22
TN
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converge (équivalent a un terme général qui converge par Riemann) et donc la famille est sommable. On peut

(attention, la somme commence bien a 1 et pas 0 !). Mais on sait que la série Z

alors échanger l'ordre de sommation comme voulue pour tout 0 < |z| < 27 :
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On en déduit alors le résultat voulu !J

Remarques importantes :
« Clest tres calculatoire !

o Peut-étre connaitre un minimum le théoréme de Dirichlet.



